CHAPITRE 21

THEOREME DE LEVY

Soit d € N*. Sauf mention explicite du contraire, les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme
espace probabilisé (Q, 4, P). Pour f € L*(R4, B(R?), \4) on note f sa transformée de FOURIER. On commence
par des rappels généraux concernant la densité de certains espaces.

Définition 21.0.1: Support d’une fonction

Soit f : R¢ — C. On appelle support de f I’ensemble

Supp(f) = {z € R? | f(z) # 0}.

Définition 21.0.2: Fonctions continues & support compact

On note C2(R%) I'espace des fonctions continues & support compact de R? dans C.

\.

Définition 21.0.3: Fonctions C*° a support compact

On note C°(R?) I'espace des fonctions de classe C* sur R? & support compact de R¢ dans C.

. - .

Définition 21.0.4: Suite régularisante

Soit (¢y,)n une suite d’éléments de C°(RY). On dit que (), est une suite régularisante si
— Vne€ N) $n > 0;

aneN,/ on(z)dz = 1;
Rd

— il existe une suite (g,), € (R})N telle que

lim &,=0
n—-+oo

et pour tout n € N,
Supp(en) C B(0,ey).

Lemme 21.0.5

L’application

! - a2 < 1
— ex S T Sl ||
o= e TP Tl 2

sinon

-1
ou ¢ = / exp (—)dx est une constante de normalisation, est une application de classe
By ,(0,1) 1— [zl

C> sur R? a support compact.




80 Chapitre 21. Théoréme de LEVY

Proposition 21.0.6

Pour tout n > 1, on pose ¢, : © € R? — np(nx). Alors la suite (¢,,),>1 est une suite régularisante.

Lemme 21.0.7

L’espace C2°(RY) est dense dans (C2(R?), || [|oo)-

Démonstration. Soit f € C2(RY). En particulier f € L}(R?, B(R?),)\;). On considére la suite régularisante
(¢n)n de la proposition précédente. Pour tout n € N* on pose f,, = f *¢,. Pour tout n € N*, f,, est bien définie
car pour tout = € R,

[ 1@t =iy < 1 Flhllenl < +oc.

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe-intégral, on a que pour tout n € N*, ¢, est de classe C° sur
RZ. Comme f € CO(R?), f est uniformément continue sur R?. Ainsi (¢, * f), converge uniformément vers f
sur R%. De plus pour tout n > 1, ¢, est a support compact et f également donc f, l'est aussi. En effet, il
existe M > 0 tel que pour tout * € R%, ||z|| > M = ¢,(z) = 0 et f(x) = 0. Montrons que pour tout
r €RY |z|| > 2M = f.(z) = 0. Soit z € R? tel que ||z|| > 2M. On a

fu(z) = e f@)en(r —y)dy

si[ly| = M, ona f(y) =0
siflyl < M, ona |z -yl = [z -yl = 2M =M = M dot pp(x —y) =0
et ainsi f,(z) = 0.

O

Lemme 21.0.8

L’espace C9(R?) est dense dans (Co(R?), || [|eo)-

Démonstration. Soit f € Co(RY) et &€ > 0. Il existe A > 0 tel que pour tout z € R?, |z > A = |f(z)| <e.
On pose

g:RY — C
f(z) sif|zf] < A
T (A+1—|z|)f(z) siA<|z|<A+1
0 sinon.

O

Alors g est continue sur R? a support compact et ||g — flloo < €.

On déduit des deux lemmes précédents

Théoréme 21.0.9

L’espace C2°(RY) est dense dans (Cp(R?), || ||o0)-

Définition 21.0.10: Fonction caractéristique

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R?. La fonction caractéristique de X notée ®x est définie
par
Dy : Rd — C

t — E[exp(i(X,t))]:/]Rd exp(i{x, t))dPx ().

Proposition 21.0.11

r
| \

Toute fonction caractéristique ® x est continue et bornée sur R?, et vérifie ® x(0) = 1. Si X est réelle et
appartient a L¥(R), alors ®x € C*(R, C) et ) (0) = *E[X*].
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Démonstration. Soit X une variable aléatoire réelle qui a un moment d’ordre k¥ € N*. On pose f : (z,t) €
R?  exp(itr). La fonction t — f(z,t) est de classe C* pour tout x. Pour tout [ € [1,k] la dérivée I-iéme est
t + 'zl exp(itz) dont le module est majorée par x'. En particulier

ok f

<az,t>\ < laf*

2
V(t,z) € R, ik

et z + |z|* est intégrable pour la loi de X par hypothése. En appliquant le théoréme de dérivation sous le signe
intégrale a la fonction f et a la loi de X, on obtient que la fonction ®x est de classe C* et

VteR, Ve [1,k] V(1) =it / 2t exp(itz)dPx (z) = i'E[ X! exp(itX)].
R

On note
Cy(R) ={f:R— C| f continue et AM € R, Vz € R, |f(z)| < M}

I’ensemble des fonctions de R dans C continues et bornées.

Co(R)={f:R— C | f continue et lim f(z) =0}

|z|—+o00

l’ensemble des fonctions de R dans C qui tendent vers 0 a U'infini (on dit aussi Pensemble des fonctions
nulles & U'infini ou fonctions évanescentes).

Remarque 21.0.13

On a Co(R) C Cb( )

Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle. On dit que (X, ),
converge en loi vers X si la suite de mesure (Px, ) converge étroitement vers Px. C’est a dire si

vf € Cy(R), E[f(X,)] = / f@)dPx, (x) — E[f(X)]= / f(@)dPx (2).

n—-+4oo

Lemme 21.0.15: Convergence étroite et convergence faible

Soit (X,)n>0 une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle. On a équivalence
entre

1. (X,,)n converge en loi vers X ;
2.

Vi € Co(R), Elf(Xy)] = /R f@)dPx, () — E[f(X)] = /R f(2)dPx (2).

n—-+oo

Démonstration. L’inclusion Cy(R) C Cp(R) donne 'implication 1) = 2). Montrons 2) = 1). Soit f € Cp(R)
et € > 0. On considére A > 0 tel que
P(X|<A)>1-—e.

Un tel A existe par continuité & gauche d’une mesure :

dim P ([-n,n]) = Px (nLEJN[—n, n]> =Px(R) = 1.

On considére ¢ : R — R l'unique fonction continue nulle en dehors de [-2A4,2A] qui vaut 1 sur [—A, A] et affine
sur [—2A, —A] et [A, 24]. Remarquons que

/R (1 — p(a))dPx (x) < / 1xp>4(@)dPx (@) < E[Ljxj>a] = P(X| > A) = 1~ B(X| < 4) <. (V)



oo
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Soit n € N, on cherche a majorer

ainsi on écrit

s\ﬂz[((l - so>f><x>1\ n \EM)(X)] ~El(e)Xa)| + \E[((l — ol

Qn Bn Tn

Or of € Cy(R) subséquemment par 2) on a f, j 0. Etudions «,,. En utilisant l'inégalité triangulaire, le
n—-+0oo

fait que 1 — ¢ > 0 et (V) on obtient que pour tout n € N

an < flloce-

Ainsi
limsup o, < || fllooe-

Etudions 7,. On a pour tout n € N

o <E[((1 — @) ) (X))
- / (1 - p(@))| f(x)|dPx, (z)

<l [ 16072, - [ plo)ipx, @)
s||f||oo<1— / @(x)dﬂ”xn(x)>

or d’aprés 2)

(1= [ e @) | 2 1l (1= [ olonpxio)
On en déduit

imsup, <l (1 [ ele)apao)) =5 ([ 10250 - [ ptarpxo)

1/l / (1 - p(x))dPx ()
<||flloce d’apres (V).

Au final, on obtient que

Ve > 0, limsup

E[f(X)] = E[f(Xn)]

<limsup o, + limsup 3, + lim sup v,
<[[fllocg + 0+ [ fllooe
=2||flloce-

Ceci étant vrai pour tout € on en déduit que limsup |E[f(X)] — E[f(X,)]| =0 et

dot 2) = 1). O

Théoréme 21.0.16: Théoréme de LEVY

Soit (X,)n>0 une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle. On a équivalence
entre

1. (X,,)n converge en loi vers X ;

2. la suite (®x, ), converge simplement vers ®x.
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Démonstration. Montrons 1) = 2). Soit ¢ € R. La fonction f; : z € R — exp(izt) est continue est bornée.
Ainsi d’apres 1)
Elfe(Xn)] = @x, () = E[fi(X)] = 2x(1).

n—-+o0o

D’oti la convergence simple. Montrons 2) == 1). Soit f : R — C telle que f € L'(R). Montrons que

E[f(Xa)] = E[f(X)]

n—-+oo
Soit n € N. On a
B = [ s, @) = [ | [ f0exp(-imna] ey, o)
R R LJR
Justifions que l'on peut appliquer le théoréme de FUBINI-LEBESGUE. Notons A : R x R — C la fonction
définie par h(z,t) = f(t) exp(—izt). Les espaces mesurés (R, B(R),Px, ) et (R, B(R), A1) sont tous deux o-finis.

La fonction h est B(R) ® B(R)-mesurable. On veut montrer que h € L*(R x R, B(R) ® B(R),Px, ® A\1). On a
d’apreés le théoreme de FUBINI-TONELLI que

[ e ojaaey, @ = [ [ / |f(t>|dt}dwxn<x>= 1A ILPx, (R) = | £]l1 < +oo.

Ainsi on peut appliquer le théoréme de FUBINI-LEBESGUE. On a donc

B = [ 0] [ exn(istiaby, )|t = [ foex, (-0

On note g, : t — f(t)®x, (—t). D’aprés 'hypothése 1) la suite de fonctions (gn), converge simplement vers
g:t— f(t)®x(—t). De plus pour tout (n,t) € Nx R on a

9.()] < |f ()]
Or f € LY(R, B(R), \1). Par conséquent, le théoréme de convergence dominée assure que

Bf(6)) = [ f00x,(0d o [ fo0x(-ta
R n—+oo Jp
et en remontant le chemin en sens inverse, on a
BIFC6)) = [ ey, (-0dt o [ foox (-t = EFCX))
R n—-+oo R
On vient de montrer que pour toute fonction u € F(L!(R)) dans I'image de la transformation de FOURIER on

a
Eu(X,)] — EuX).

n—-+4oo

Comme F : S(R) — S(R) est une bijection et que C°(R) C S(R) on en déduit que pour tout u € CX(R) on a

Eu(Xn)] = E[u(X)]. (#)

n—+oo

Le dernier ingrédient pour conclure est d’utiliser le fait que C2°(R) est dense dans (Cp(R), || [|o)- Soit f € Co(R)
et € > 0. Soit u € C°(R) telle que ||u — f|loo < €. On a pour tout n € N

BL/(X,)] = BLACO] =|BLA(X0) = u(X0)] + Elu(X)] - BCO] + Elu(X) - f(X)]
<E{S(X,) = X0) ] + [Bu(,)] - BCO] + EuCE) - 700
= flle + [E0(X0)] - B+~ Sl
<2l Sl + [BLuCE,)] ~ Elu(X)]|
Dlaprés (4) on en déduit que

lim sup

L] ~ ELF(X]] < 2= flle +0 < 22

Ainsi d’aprés le lemme, (X,,), converge en loi vers X. D’ou 2) = 1). O



